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論 文 内 容 要 旨
本論文では,多様体上の距離構造であるサブリーマン距離構造に対して,多様体上のルベーグ測度を一
つ与えて測度収縮性質を研究する.サブリーマン距離構造は多様体上に十分ねじれた部分束と,その上の
内積を与え,2点間の距離をその部分束に接した曲線の長さの下限として定義したものである.サブリー
マン距離構造を備えた多様体をサブリーマン多様体という.サブリー マン距離構造は,リーマン距離構造
と同じく多様体上の距離構造であるため,リー マン幾何学のように微分幾何学的な概念を考えることがで
きるが,ねじれた距離構造特有の複雑な測地線のふるまいのために,理論の構成に困難が生じる.特に本
論文で議論するリッチ曲率の幾何解析を展開する上で有効な接続の概念が見っかっていない.測度収縮性
質は,測度の与えられた測地空間上の任意のボレル部分集合Bと,任意の点pに対して,Bをpに向かう
最短線に沿って縮めた時の体積の変化が,定曲率空間での対応する体積変化より小さくない,という性質
である.これはリーマン多様体に対しては,リッチ曲率の下限が与えられていることと同値な条件である.
リッチ曲率の下限条件の研究は,ビショップによる距離球面の比較定理から始まるものであり,グロモ7,
チ-ガ-,コールディングらによってより一般的な空間設定での研究に深められ,ストゥルムによってディ
リクレ形式から定まる拡散過程の熱核の理論を展開する上でさらに重要性が認識された.リッチ曲率の下
限条件の一般化として,測度収縮性質の他に曲率次元条件がある.これは測地空間上の測度のなすある空
間上で定義されたエントロピー汎関数が,ある弱い意味の凸性を満たす,という条件である.曲率次元条
件は測度収縮性質を導き,抽象的な空間設定で関数解析や確率論などの豊かな理論が展開できるが,代表
的なサブリーマン多様体であるハイゼンベルグ群は,ルベーグ測度に関して曲率次元条件を満たさない.
一方で,-イゼンベルグ群はルベーグ測度に関して測度収縮性質を満たすことが知られている.このよう
な背景から,本論文では多様体上にルベーグ測度を一つ与え,測度収縮性質を満たすサブリーマン距離構
造に対して,チ-ガーとグロモールによる分裂定理の類推にあたる定理を3つ得た.
チ-ガーとグロモールによる分裂定理とは,非負リッチ曲率を持っ完備リーマン多様体Mが直線を含
めば,Mは何らかのリー マン多様体xと実数直線Rとのリー マン直積になる,というものである.本論文
の第 1の定理は,非負リッチ曲率を測度収縮性質に,リーマン多様体M をサブリー マン多様体M に変え
た時に,Mが何らかの滑らかな多様体Ⅹと実数直線Rとの直積多様体と微分同相になる,というものであ
る.サブリー マン多様体Ⅹと実数直線Rの直積距離空間もサブリーマン多様体になるが,第2,第3の定
理は,部分束が接触構造のようにきれいにねじれている点を持っときには,第 1の定理の微分同相の主張
を強くすることができないことを示す.第2の定理は,サブリーマン多様体Mが測度収縮性質を満たし,
部分束がきれいにねじれている点を持っとき,Mが直積距離空間Ⅹ×Rに等長同型となるような距離空
間xが存在しない,というものである.第3の定理は,サブリー マン多様体Mの部分束がきれいにねじれ
ているとき,Mが直積距離空間Ⅹ×Rに局所リブシッツ微分同相となるような,多様体の構造を持っ距
離空間Ⅹが存在しない,というものである.局所リブシッツ微分同相は等長同型より弱い同相である.第2
の定理では,サブリーマン多様体に測度収縮性質を仮定したが,第3の定理では仮定していない.そのか
わり第3の定理は,距離空間Xが多様体の構造を持たない場合に成り立っかどうかはわからない.
第 1の定理からハイゼンベルグ群の直線のブ-ズマン関数の等位面が部分多様体となることがわかる.
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ハイゼンベルグ群にはそのサブリーマン距離構造に適合した部分多様体論が知られているが,本論文では
ハイゼンベルグ群の直線のブーズマン関数の等位面の第2基本形式と平均曲率を計算した.
分裂定理の証明で,測度収縮性質はサブリーマン距離関数のラプラシアンの比較定理を示すために使わ
れる.サブリーマン距離構造に対応するラプラシアンをサブラプラシアンと呼ぶ.本論文の定義では,サ
ブラプラシアンはルベーグ測度の取り方によるため,できるだけサブリー マン距離構造にふさわしい測度
を選ぶ必要がある.代表的な測度として,サブリー マン距離関数のハウスドルフ測度とポップ測度がある.
ポップ測度は,リー マン多様体のリー マン測度のように微分形式から構成される測度であり,ねじれた部
分束の性質を反映したものであるが,一般にハウスドルフ測度とどのような関係にあるか知られていない.
本論文のようなサブリー マン距離構造の幾何解析を議論する上で,必要とされる測度の条件からふさわし
い測度を考える.
現在,測度収縮性質を満たすサブリーマン多様体の例は,ハイゼンベルグ群しか知られていない.本論
文では,サブリー マン多様体が測度収縮性質を満たす条件を与えるために,主G束の水平分布Dから定ま
るサブリー マン多様体 (M,D,d)に対して収縮写像のヤコピアンを計算する.収縮写像とは,M の1点p
に対してM上の点をpに向かう測地線に沿って動かす写像である.接空間TMには内積が入っており,こ
れをDに制限してサブリーマン構造を与える.このサブリーマン多様体の測地線はMの リー マン多様体
としての測地線とGの1パラメータ部分群を使って表すことができる.本論文では,この性質を利用して
収縮写像のヤコピアンをM のリーマン多様体としてのヤコビ場で表した.
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論文審査の結果の要旨
本学位論文では,サブリー マン多様体上にルベーグ測度を与えて,その測度収縮性質を研究した.サブ
リー マン距離構造は,ねじれた距離構造特有の複雑な測地線のふるまいのために,理論の構成に困難が生
じる.さらにリッチ曲率の幾何解析を展開する上で有効な接続の概念が見つかっていない.そこで本論文
ではリッチ曲率の代わりに測度収縮性質を考えた.測度収縮性質とは,任意のボレル集合を,任意にとっ
た点に向かう最短線に沿って縮めた時の体積の変化が,定曲率空間での対応する体積変化より小さくない,
という性質である.これはリー マン多様体に対しては,リッチ曲率の下限が与えられていることと同値な
条件である.リッチ曲率の下限条件の一般化として,測度収縮性質の他に,より強い条件である曲率次元
条件があるが,代表的なサブリー マン多様体である-イゼンベルグ群は,どんなルベーグ測度に対しても
曲率次元条件を満たさないことが知られている.一方で-イゼンベルグ群はルベーグ測度に関して測度収
縮性質を満たすことが知られている.このような背景から,サブリー マン多様体上で測度収縮性を調べる
ことは,十分な意義のある問題である.
リー マン幾何学における最も重要な定理の一つとして,チ-ガ一･グロモールの分裂定理がある.これ
は,非負 リッチ曲率を持つ完備 リー マン多様体が直線を含めば,その多様体はあるリー マン多様体と実数
直線との リー マン直積に分裂する,というものである.本論文の主定理の一つとして,測度収縮性質を満
たすサブリー マン多様体が直線を含めば,その多様体はある多様体と実数直線との横に微分同相であるこ
とを証明した.さらに,部分束が接触構造のようにきれいにねじれている点を持っときには,この ｢微分
同相｣は ｢等長同型｣とはならないことを証明した.
サブリーマン多様体において,このようにリー マン幾何学的な研究をしたものは過去に例を見ず,さら
にこの結果はサブリー マン多様体特有の現象を表していると言え,この研究は非常に独創性に富んでいる.
またこれら主定理の証明には,高度かつ広範囲の知識を必要とするものであり,学術的に価値の高い論文
であると認められる.これは伊藤和貴氏が自立して研究活動を行うに必要な高度な研究能力と学識を有す
ることを示している.したがって,伊藤和貴氏提出の博士論文は,博士 (理学)の学位論文として合格と
誌める.
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